
36 李善蘭恆等式 

 

我們都知道組合學上的符號 
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代表從n個相異的東西中選取 j個的方法數。有了這個符號之後，很容易的可以將多項

式 ( 1)ny  展開成如下的式子 

0

( 1) .
n

n j

j

n
y y

j

 
 





  

因為這樣的關係，我們經常從組合的方法數或者從多項式展開式的係數這兩種觀點來考

慮組合學上的恆等式。這節的目的就是要證明中國數學家李善蘭在組合學上的一則恆等

式。首先我們先證明一個引理。 

引理 36.1(旺德蒙德恆等式)  設 ,n m為正整數且 1n m  。證明： 
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【組合證明】等式右邊代表n m 個相異的東西選取m個的方法數。等式左邊這個和式

的第 j項
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代表從前面n個東西中選取 j個，並從後面m個東西中選

取m j 個的方法數（總共也是選取m個）。從這組合的解釋剛好證明兩個式子必須相等。

【多項式證明】考慮式子 

1( ) ( 1) ( 1)m nf y y y    

展開式中常數項的係數。首先，因為 ( 1)my  展開式中 jy 項的係數為
m

j

 
 
 
；而 1( 1) ny  展

開式中 jy 項的係數為
n
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，所以 ( )f y 的常數項係數為 
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另一方面，將多項式 ( )f y 化簡為 

1 1( ) ( 1) ( 1) ( 1) .m n m n mf y y y y y        

多項式 ( )f y 的常數項係數為 
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因此我們得到 
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定理 36.1(李善蘭恆等式)  設 ,n m為正整數且 1n m  。證明： 
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【多項式證明】考慮式子 

1( , ) ( 1) ( 1 ) ( 1)n m m mf x y x x y y       

展開式中 2mx 項的係數。 

首先，因為 ( 1) ( 1 )n m mx x y   的展開式中 2m jx y 項的係數為 
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而 1( 1)my  的展開式中 jy 項的係數為
m
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；所以 ( , )f x y 展開式中 2mx 項的係數為 
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另一方面，因為 

1 1

0

1 2

0

( 1 ) ( 1) (1 ) ( 1)

( 1) ,

m
m m j m j m

j

m
j m j m j

j

m
x y y x y y

j

m
x y y

j

  



  



     

 

 
 
 

 
 
 





 

所以 1( 1 ) ( 1)m mx y y   展開式中 jx 項的係數為
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。又 ( 1)n mx  展開式中

2m jx  項的係數為
2

n m

m j





 
 
 

，所以 ( , )f x y 的展開式中 2mx 項的係數為 
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由旺德蒙德恆等式得到

 

由 ( , )f x y 的展開式中 2mx 項的係數的兩種不同算法證得本定理。 

 

關於李善蘭恆等式，如果有組合上的解釋，那一定很好。中國數學家華羅庚對這個恆等

式給過一個數學歸納法的證明。 

 

習題 36.1  在一圓上取相異的n個點，並連接這n個點所構成的弦。如果任意三條弦都

不共點，則這些弦共有多少個交點。 

 

習題 36.2  如果整數 ,r n滿足1 r n  。證明： 
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習題 36.3  如果n是一個正整數，試問共有多少個數對 ( , , , )a b c d 滿足 

0 .a b c d n      

 

習題 36.4  證明恆等式 
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並給此恆等式一個組合（或幾何）上的解釋。 

 

 動手玩數學  

 

平面上任何不共線的n個相異點 ( 2)n  ，必可畫出一條直線恰通過其中的兩個點。 

 

 挑戰題  

 

如果 p是一個質數，n是一個正整數且 
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是有理數，則求所有的數對 ( , )p n 。 

 


